Laboratorium Matematyka Dyskretna

Algorytmy kombinatoryczne

Zalozenia

Zaktadamy, ze obiekty w zbiorze ponumerowane (zakodowane) sg liczbami catkowitymi.
Problem kodowania jednak pomijamy gdyz nie jest on istotny z punktu widzenia celow
laboratorium.

Dostgpny zbior (lub jesli wymaga tego algorytm zbiory) prezentowane sa zatem w

nastgpujacej postaci
nazwa_zbioru={1,2,..,n} - zbioér nazwa zbioru sktada si¢ z n elementow

1. Algorytmy
Algorytmy kombinatoryczne zaprezentowane w niniejszej instrukcji stuza generowaniu
obiektéw kombinatorycznych. Zaprezentowane algorytmy po czesci dziatajg ogdlnie wedlug
nastgpujacego schematu
e Wypisanie pierwszego obiektu
e Az do napotkania ostatniego obiektu, powtarzamy
o Przetwarzany jest biezacy obiekt w celu otrzymania obiektu nastgpnego
Takie podejscie do generowania obiektow kombinatorycznych zapewnia oszczgdno$é
pamieci, gdyz wystarczy ze pamigtamy jeden, biezaco przetwarzany obiekt.

2. Generowanie permutacji elementow zbioru
Permutacja okre$la ustawienie elementow zbioru w okreslonej kolejnosci. Dla zbioru n-
elementowego istnieje n! permutacji.

Algorytm 1

Algorytm moze zosta¢ przedstawiony jako przenoszenie pierwszego elementu na kazda
pozycje (tam i z powrotem) kazdej permutacji pozostatych elementow.

Algorytm mozna zilustrowa¢ w nastepujacy sposob (Robert Sedgewick, Princeton
University, http://www.cs.princeton.edu/~rs/talks/perms.pdf):
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Algorytm 2

Algorytm moze zosta¢ opisany jako n kolejnych zamian pierwszego elementu poprzedniej
permutacji z jej i-tym elementem (i = 2, ..., n-1), nastgpnie nastgpuje zamiana ostatniego
elementu z k-tym, gdzie k=1 jezeli n jest nieparzyste lub k = 1, ..., n-1 (zmienia si¢
iteracyjnie) jezeli n jest parzyste. Algorytm mozna przedstawi¢ na przyktadzie (Robert
Sedgewick, Princeton University, http://www.cs.princeton.edu/~rs/talks/perms.pdf):
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3. Generowanie wszystkich podzbioréw zbioru n-elementowego U={1,2..,n}

Algorytm 1
e Pierwszy podzbior A jest zbiorem pustym A=<
e Aby uzyska¢ nastepny podzbior A
o Znajdz najwigkszy element z U nie nalezacy do A (ozn. max)
o Jesli nie ma takiego elementu to koniec algorytmu (U jest zbiorem pustym)
o W przeciwnym przypadku dodaj max do A i usun z A wszystkie elementy
wieksze od max

Dla zbioru U={1,2,3} kolejne podzbiory A beda miaty nastepujaca postac: &, {3}, {2}, {2,3},
{1}, {1,3}, {1,2},{1,2,3}.

Okreslmy trojelementowy wektor binarny, ktory kodowac bedzie wystgpowanie (lub nie
wystepowanie) w podzbiorze A konkretnego elementu ze zbioru U (zaldézmy, ze elementy te
sa uporzadkowane malejaco). Przyktadowo z podzbiorem {3,2} zwigzany bedzie wektor 110,
z podzbiorem {1}, wektor 001. Jesli kody te potraktowac jako liczby w zapisie dwojkowym
to przedstawiony algorytm generuje liczby od 0 do 7 (og6lnie od 0 do 2'”'-1).

Czasami ze wzgledu na dziedzing zastosowan zalezy nam na tym aby nowo wygenerowany
zbior rdznit si¢ w jak najmniejszym stopniu od poprzedniego (np. wtedy gdy kazdorazowo
sprawdzamy czy elementy spelniaja pewne warunki), zatem dobrze by bylo wykorzysta¢ do
obliczen czgsciowe wyniki uzyskane w poprzednim kroku. Wtedy opisany wczesniej
algorytm nie jest dobrym rozwigzaniem, gdyz kolejno generowane zbiory mogg ,,leze¢ daleko
od siebie”. W takiej sytuacji mozna wykorzysta¢ nastgpujace podejscie:

Algorytm 2
Metoda opiera si¢ na zatozeniu ze kazdy nastgpny podzbidr powstaje z poprzedniego przez
dodanie lub odjecie jednego elementu. Metoda opiera si¢ na zalozeniu, ze jesli cigg Cq, Cy,..,



Cn zawiera wszystkie m=2" ciagéw binarnych dtugosci k, przy czym C; rozni si¢ od Ci+; na
doktadnie jednej wspotrzednej to cigg: C,0, C,0, ..., Cy0, Cpl, Cpal, .., C1l

Zawiera wszystkie ciagi binarne dtugosci k+1, przy czym kazde dwa sgsiednie ciagi r6znig si¢
na doktadnie jednej wspotrzednej. Otrzymany cigg Cy,...,Con nazywa si¢ kodem Gray'a rzedu
n.

Dziatanie algorytmu mozna zilustrowaé w sposéb nastepujacy:
Wejscie zbior U={4,3,2,1}
Wyjscie podzbiory:

Krok 1: 0000 k=0

Krok 2: 000 k=1 C;=0, C,=1
000

Krok 3: 0Qo0 k=2 C;=00 C,=10 C5=11 C,=01

Krok 4: 0000 k=3  C;=000 C,=100 C3=110 C4=010 C5=011
100 Ce=111 C,=101 C5=001
010
110
111
011
101
001

Krok 5: daje wygenerowane wszystkie podzbiory

4. Generowanie podzbiorow k-elementowych zbioru n-elementowego U={1,2,..,n}

Algorytm generujacy podzbiory k-elementowe zbioru U={1,2,..,n} bazuje na nast¢pujacych
spostrzezeniach:

e Zakladamy, ze elementy w zbiorze sg ponumerowane U={1,2,..,n}, kazdemu k-
elementowemu podzbiorowi odpowiada wtedy wzajemnie jednoznacznie cigg rosnacy
dhugosci k o elementach z X (np. podzbiorowi {3, 5, 1} odpowiada cigg <1,3,5>)

e Bedziemy generowac takie zbiory (te k-elementowe zbiory — utozsamione z ciggami) w
porzadku leksykograficznym

e W tym celu mozna zauwazy¢, ze w porzadku tym ciggiem bezposrednio nastgpujacym
po (ai,..,ax) jest ciag

(by,...b)=(a1,...ap-1,8p+1,85+2,..,ap+k-p+1) gdzie p=max{i: ai<n-k+1}
e i dalej ciggiem bezposrednio nastepujacym po (by,..,by) jest ciag
p-1 if b, =n

C1,..,c)=(b1,..,bp.1,bp+1,b,+2... by+k-p +1) gdzie p = ]
(C1,..,.c)=(b1,..,0p1,bp p p p+l)g p{k if b, <n



UWAGA: Zaktadamy, ze ciagi (a;) i (b;) sa rozne od ostatniego ciggu w naszym porzadku)
Rozumowanie powyzsze prowadzi do podania nast¢pujgcego algorytmu

Algorytm - Generowanie wszystkich k-elementowych podzbioréw zbioru U w porzadku
leksykograficznym

Begin
For i:=1 to k do A[i]=i // pierwszy podzbior
p=k
while p>1 do
begin
write(A[1],..,A[k]) / wypisz zbior
if A[K]=n then p:=p-1 else p:=k;
if p>1 then for i:=k downto p do A[i]:=A[p]+i-p+1
end
end;

Przyktad dziatania — podzbiory 4-elementowe zbioru {1,2,..6}
(UWAGA: czytaj wierszami)

1234 1235 1236 1245 1246 1256 1345 1346 1356 1456 2345
2346 2356 2456 3456

Zadania do wykonania

W czasie realizacji zadan moga Panstwo wykorzysta¢ dowolng strukture danych do
przechowywania wygenerowanych obiektow. Na sprawozdaniu nalezy umiesci¢
skomentowany kod algorytméw oraz czas dziatania programu.

Programy muszg posiada¢ mozliwos$¢ zrzucania wynikow to pliku tekstowego. Jesli wszystkie
algorytmy realizuje jeden program to instrukcj¢ obstlugi (prosta, program nie powinien mie¢
GUI, ma by¢ uruchamiany z parametrami). Wszystkie zaimplementowane algorytmy powinny
posiada¢ mozliwo$¢ mierzenia czasu swojego dzialania.

1. Zaimplementowaé algorytm generowania wszystkich permutacji elementéw danego
zbioru.

2. Zaimplementowa¢ algorytm generowania wszystkich podzbioréw danego zbioru.

3. Zaimplementowac¢ algorytm generowania zbiorow k-elementowych

4. Przeprowadzi¢ nastepujace eksperymenty na przyktadowych zbiorach danych:

a. Wygenerowa¢ wszystkie permutacje dla n=4, n=7, n=10

b. Wygenerowa¢ wszystkie podzbiory zbiorow {1,2,3.4} {1,2,3,4,...,20}
{1,2,...,30}

c. Wygenerowa¢ wszystkie podzbiory 5, 6, 7 elementowe zbioru
{1,2,3,4,5,6,7,8,...,15}

5. Poréwnaé czas dziatania zaimplementowanych algorytméw, na podstawie tego czasu
oszacuj ztozono$¢ obliczeniowag algorytmow (wykres). Jesli pomiar czasu nie bedzie
wykazywat roznic prosze proporcjonalnie zwigkszaé zbiory danych.

6. Poda¢ przyktadowe zastosowania zaimplementowanych algorytmow.



